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Resumen.

Se desarrolla la cuantizaci6n relativista de la /eoria m seg6.n los lineamientos de la
cuantizaci6n de Dirac. Utilizando el atomo de hidr6geno como ejemplo, se muestra que la
naturaleza del espacio m afecta profundamente tOOos los aspectos de la cuantizaci6n: los
principales niveles de energia, el efecto Zeeman, el efecto de segundo orden en el potencial
vectorial, y la estructura fina debido a la interacci6n de la 6rbita y el espin. POT 10 tanto, el
espectro de un atomo de hidrogeno en un campo gravitacional fuerte sufrirci cambios, y en
general habra correcciones radiativas debidas a la energia del espacio m.
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3. Gráficas y cálculos numéricos.  

Se evaluó la energía total del átomo de hidrógeno para diferentes clases de funciones m. La 

energía total de la teoría m relativista viene dada por la Ec.(63), y consiste de tres partes: 

 E =  E1 + E2 + E3                                                                                                     (64) 

con 

 

E1 y E2 son los términos de energía cinética, mientras que E3 describe la contribución de la 

energía potencial. Evaluamos las integrales en la aproximación de emplear las funciones no 

relativistas del hidrógeno, tal como se obtienen a partir de la ecuación de Schroedinger. Las 

funciones de onda son un producto de funciones radiales (Rnl) y armónicos esféricos (Ylm) 

como es bien sabido. Omitiendo los índices de número cuántico tenemos 

    ψ (r, θ, ϕ) = R(r) Y(θ, ϕ).                                                                                      (68) 

Los armónicos esféricos cumplen la condición de normalización 

    
para los mismos números cuánticos, donde dω es el elemento diferencial de superficie 

bidimensional. El operador de Laplace ∇2 en E1 produce derivadas angulares. Estas pueden 

separarse de las partes radiales porque el laplaciano es aditivo en su dependencia respecto de 

coordenadas: 

 ∇� =  ∇�
� +  ∇�,�

�                                                                                                       (70) 

Por lo tanto, E1 puede expresarse como 

 



donde utilizamos la condición de normalización (69). Así, la integración angular puede 

ejecutarse en forma analítica, mientras que la integración radial puede efectuarse ya sea en 

forma analítica (si fuese posible) o numérica.  

 Con respecto de E2, la integral contiene un producto de dos gradientes. Debido a que el 

primer gradiente es igual a cero en los componentes para θ y ϕ, sólo resta un producto de 

gradientes radiales, dando 

    
La energía potencial se simplifica a  

 

Para una función m constante las integrales pueden resolverse en forma analítica, Utilizando 

unidades atómicas, el estado de energía base para el hidrógeno es -1/2 unidades Hartree. El 

factor m(r) : = x conduce entonces a expresiones de 

 

dando -1/2 para x = 1, tal como se esperaba, por ejemplo. La dependencia de E respecto de x 

se representa en la Fig. 1. Las curvas difieren sólo para el número cuántico principal, n. 

Resulta interesante que todas las curvas tienen el mismo cruce en cero en x = 0.5, pero debe 

de tenerse en mente que el cálculo se efectuó con las funciones de onda sin distorsiones. Para 

grandes desviaciones de m respecto de 1, las funciones de onda serán diferentes.  

Para una m no constante, las integrales radiales deben de evaluarse en forma numérica. 

Consideramos dos casos principales, donde m(r) ≤ 1 y m(r) ≥ 1. Resultó que la función m de 

tipo Schwarzschild no sirve para estos cálculos porque alcanza valores negativos de m cerca 

de r = 0, lo cual conduce a partes imaginarias de los integrandos. La función exponencial se 

adapta mucho mejor. Para los dos casos utilizamos: 



Las funciones m de ambos casos se representaron en la Fig. 2. La constante R se emplea 

como parámetro durante el cálculo. Las energías totales resultantes se representan en las  

Figs. 3 y 4 para el caso de m(r) ≤ 1. Para R = 0, tenemos los resultados no relativistas de la 

ecuación de Schroedinger con m(r) = 1. Hay un incremento general de las energías a 

mayores valores de R, es decir, cuando m adopta valores por debajo de 1. Los cambios 

resultan más significativos para el estado 1s. Hay una dependencia respecto del número 

cuántico angular 1 que no aparece en el caso no relativista, produciendo una estructura fina.  

Para m(r) ≥ 1, el efecto se invierte, y hay una profundización de niveles de energía, 

nuevamente con una partición de estructura fina. Esto puede observarse en las Figs. 5 y 6. A 

partir de cálculos de densidad local relativista respecto de energías atómicas de unión, se sabe 

que las energías de estados de núcleo profundo a menudo resultan demasiado pequeñas. Esto 

podría insinuar efectos relativistas de la teoría m donde m(r) > 1 en la posición del núcleo. 

A partir de nuestra experiencia en astronomía (estrella S2) es más plausible que m(r) < 1 

cerca del centro gravitacional. Experiencias adicionales deberán demostrar se existe tal 

diferencia entre el macro y el microcosmos.  

En un cálculo relativista con acoplamiento espín-orbital (teoría de Dirac), los niveles de 

energía de 2s1/2 y 2p1/2 son idénticos. Mediante teoría m, sin embargo, existe una partición de 

estos niveles que, por lo general, se atribuye a efectos del vacío (corrimiento de Lamb). Por 

lo tanto, la teoría m pareciera producir la estructura fina más general de los espectros 

atómicos. 

 

Figura 1: Energía total de H en función de m(r) = constante. 



 

 

Figura 2: Funciones m del tipo m(r) ≤ 1 y m(r) ≥ 1. 

 

 

 

 

 

 

Figura 3: Energía total de H en función de R para m(r) ≤ 1, n = 1, 2. 

 



 

 

Figura 4: Energía total de H en función de R para m(r) ≤ 1, n = 3. 

 

 

 

 

 

Figura 5: Energía total de H en función de R para m(r) ≥ 1, n = 1, 2. 



 

 

Figura 6: Energía total de H en función de R para m(r) ≥ 1, n = 3. 
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